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ГИПЕРКОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И РИМАНОВЫ 

МНОГООБРАЗИЯ 
Пусть М –– любое паракомпактное, гладкое, действительное 

многообразие размерности n, ( ){ },My,xy;xMMM ∈=×=2  =×= 224 MMM  
( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }4422 Mx;x;x;xM,Mx;xM;Mv,u,y,xv;u;y;x ∈=∈=∈= ∆∆  –– 

диагонали в 42 M,M  соответственно. Очевидно, что многообразия ( )2M∆  и 
( )4M∆  диффеоморфны М ( ) ( )( )MMM ≅≅ 42 ∆∆ . 

Теорема 1 [1]. Пусть ( )∇,M  –– многообразие со связностью, 
MTM: →π  –– каноническая проекция. Тогда существует такая окрестность 

N0  нулевого сечение OM  в  ТМ, что отображение 
( ) ( )( )ΧΧπΧπϕ π xExp,:Exp: →×  

является диффеоморфизмом N0 на окрестность ∆N  диагонали ( )2M∆ . 
Например, в качестве связности ∇  можно взять каноническую связность 

любой римановой метрики на многообразии М. 
Некоторые результаты, полученные в [2], могут быть сформулированы в 

виде следующей теоремы. 
Теорема 2. Существует окрестность N0  нулевого сечение MOM ≅  в ТМ 

и почти эрмитова структура ( )g,J  на N0 такая, что ( )g,J,N0  –– кэлерово 
многообразие и MOM ≅  –– вполне геодезическое подмногообразие ( )g,J,N0 . 

Комбинируя теоремы 1, 2, получаем следующую теорему. 
Теорема 3. Диффеоморфизм ϕ индуцирует кэлерову структуру на 

окрестности ∆N  диагонали ( )2M∆ , при этом диагональ ( )2M∆ M≅  является 
вполне геодезическим подмногообразием многообразия ∆N . 

Замечание 1. Комплексная структура кэлерова многообразия ∆N  не 
совместима со структурой произведения на 2M . Это значит, что если ,n,l,zl 1=  
–– комплексные координаты точки ( ) ∆Ny;x ∈ , то, вообще говоря, не 
существует таких действительных координат ,n,l,y,x ll 1=  точек My;x ∈  
соответственно, что 12 −=+= i,iyxz lll . 

Отдельные результаты, полученные в [3], могут быть сформулированы в 
виде следующей теоремы. 

Теорема 4. Пусть (M, J, g) –– кэлерово многообразие. Тогда существует 
окрестность N0 нулевого сечения MOM ≅  в ТМ и гиперкэлерова структура 
( )g,J,J,J 321  на N0 такие, что MOM ≅  является вполне геодезическим 
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подмногообразием гиперкэлерова многообразия ( )g,J,J,J,N 3210 , 
JJ,gg

MM OO == 2 . 
Комбинируя теоремы 1, 3, 4, получаем следующую теорему. 
Теорема 5. Существует гиперкэлерова структура на окрестности ∆N  

диагонали ( )4M∆ , при этом диагональ ( ) MM ≅4∆  является вполне 
геодезическим подмногообразием гиперкэлерова многообразия ∆N . 

Замечание 2. Гиперкомплексная структура гиперкэлерова многообразия 
∆N  не совместима со структурой произведения 4M . Это значит, что если 

,n,l,ql 1=  –– гиперкомплексные координаты ( ) ∆Nv;u;y;x ∈ , то, вообще говоря, 
не существует таких действительных координат ,n,l,v,u,y,x llll 1=  точек 
 х, у, u, v∈M соответственно, что ,kji,kVjuiyxq lllll 1222 −===+++=  

kjiij =−= . 
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